Video Modeling and Noise Reduction in the Wavelet Domain by Gupta, Nikhil
  	 










	  	 











SCHOOL OF GRADUATE STUDIES
This is to certify that the thesis prepared 
By: Nikhil Gupta
Entitled: Video Modeling and Noise Reduction in the Wavelet Domain 
and submitted in partial fulfillment of the requirements for the degree of 
DOCTOR OF PHILOSOPHY  (Electrical & Computer Engineering) 
complies with the regulations of the University and meets the accepted standards with respect to 
originality and quality. 
Signed by the final examining committee: 
                                          Chair 
 Dr. G. Gouw 
                                                                             External Examiner 
 Dr. W.B. Mikhael 
                                                                              External to Program 
 Dr. T. Fancott 
                                                                              Examiner 
 Dr. M.O. Ahmad 
                                                                              Examiner 
 Dr. W.P. Zhu 
                                                                              Co-Supervisor 
 Dr. E.I. Plotkin 
                                                                              Co-Supervisor 
 Dr. M.N.S. Swamy 
Approved by       
Dr. J.X. Zhang, Graduate Program Director  
November 28, 2011            
    Dr. Robin A.L. Drew, Dean 
    Faculty of Engineering & Computer Science 
  
  	 











  	  		    	
 
 







 	  	 
	  		    	
 







 		 	 		 	
 
 		  
 















 			  	 		 






 			  

	 	   	  	
	
    		 
		   
 	 
























		 		  	
		 





 	   	
	






	 	 	 
 		 
	 




		 	 		  	 	
 	










    	     	  	   	   





    	  
    	      
 
 	    	 	  	 
 	      	 
ﬃ
 	  	  	  





 	 	  
	

       	  	   	    	  	 
	   	       	 
  
 
    	   
ﬃ
 	  	  
	  
	  	
	  	  
ﬃ
 	  	  




 	     
  	 	 	  
 	 

	      
      	   		
  
   	    	 	 	     	
 	 
" 	  
    #	 ﬁ 	     	 ﬁ
 




   	  	 	 	  
  
   	  		 	       	 "  
        	       	  
 
 	
   	 	  	 
ﬃ
 	   	 
 	  	  
      	   	  	
 	     	     
  "    	
   ﬁ  	 	  
$
	      	
  	   	  	
 	
% 	     	      

      ﬁ  	    




     	
 
	 
   
  
      





   	 
	 




   
 









   
 	   








    











  $ %  
 &	 ' 
 	 









   
  "   
 	
   	  (   

)  % *  

  * 
 
   

	  
         ﬁ
 









   	 
    





    






                         
  
                              
                            







  "                        #
   $% $	 %  "              &
  "' "(                           
  "  	)	 *'             
   	)+	 *'               
  " $	




         
  	 	
                 
  	 	




	 !		"        #
   $	% &%'                             
  ("%
                                 )
   	
  
 ! %"                               *
  +   &%,,	 (ﬃ"
                    
 &.	.	 +   &%,,	 (ﬃ"
         *
 ("%
                                )
  	  		
 	
   	 
 	
 
 ! %"                               
  /, %	                           
 &'
 
".                           
 .	 (                             
 	""	' 0 	. 	 






                 1)
1 /	" (	                      1)
1  23.	 4
%
                      *
 ("%
                                # 
 	 
    ! "#$	 	  
	 %




                           
  	
  
                  
  	
  
                   
   	
	 	   !                 
 " #!                                $% 
    	
     
    
"$ &!                               $%"
" 	
 
                          $%
" '(		  
 )	
 *
 	               $%
" 	+	 #
 ,   )	
 
	     $$$
"  	
	 	   !                 $$
"" #!                                $$
     ! "  " #$
 % ﬃ ''
$ &!                               $
 	
 
  -(	 	.            $
 (	 -(	 /0.	                     $"
 	
	 	   !                 $%




0                          $











  	  I  	    
	     S  
 	
! 	  !
 ﬁ	
 	 	  

 ﬁ	
             "
   #
	    	 ! 	 $% &!   
! 	 	 '  	( $% &!  	 ! 
	 	 '  	( $ %   ! 	 
 	 	
	
   	 !
	 	( 	( 	 ) 







  	  I  	     	
    S  
 	
! 	  ! 
ﬁ	
 	 	  

 ﬁ	
                )
 '    	 ! 	 
 	 ,
	 +   $%
&!   ! 	( $% &! 	 ! 	( $ %   ! 
	(  $% -	 ! 	                    .














  	 	  I         
    	 
     !   	 
"   	 #	  	 	 
  "
   	
  	 ﬃ	 

# 	 	 1
   	 	 #	  	  	 

 
                            
  %  	   ﬃ	 
	     
#	  
    	    !   
#
   	
   ﬁ		   	 
&
'  '   (# 	
 	           )
 %  	   ﬃ	 
	     
#	  
   	  	
  !   #

  	
   ﬁ		   	 
& ' 
'   (# 	
 	                 *
+    	 
     !   	 
"  1    	 	 #	  	 
 	 
  
       ﬃ	
    
 
  &	"    ﬀ

	 	 	    	 

# 	
    +
- %  	 	    ﬃ	 
 
  
    	    !   #
   
	
   ﬁ		   	 
& '  ' 
 (# 	
 	                      +.
/
  	




   

      	 











                      #$
# %& '	    	 
	 	






  # 

 	 + 
                    (,
#  -. /	
 




	      
1 
 -.  

	
 	    
 	
 -.      
## *
 HL2 
 HL1     
 	 2	
 		
  '0                       )
#( 	
    
 ﬃ	
     
	 
  		 











    
 ﬃ	
    
	 
  		 











   	ﬀ





 4*56  ) %! )( % 
 )(





           3(
#$ 4*56 	
   	ﬀ





 4*56  ) %! )( % 
 )(
%! !  	
 
 ﬁ	
              33
8		
   	
	 	       
	     ! !  "#$"%& 	 ! '   

                                  ()
 * +, 	 	  17th 
 	    	 
	 	#
		#	
 ﬁ,                  )
 ** +, 	 	  17th 
 	    	 
	 
		#	
 ﬁ,                     )*
 * +, 	 	  5th ﬁ, 	  ,,  	 		
"#$"%& ﬁ, . ! '   
! ,/        )'
 * 0 	 	1   2 
	 	 
 	# 	ﬃ 		 	   	/
	ﬃ   	  
 	ﬃ ,	 	.
  0 		  	 	  	/ 11 	#
ﬁ    
 	  , , 	 xˆn−1     
  0 	 	1   2 
	 	 
 	# 	ﬃ 		 	   	/
	ﬃ   	  
 	ﬃ ,	 	.
  0 		  	 	  	/ 11 	#
ﬁ    
 	  , , 	 xˆn−1     *
 ' 0 	 	1    
	 	  #
 	# 	ﬃ 		 	   	/ 	#
ﬁ   	  
 	ﬃ ,	 	.  
0 		  	 	  	/ 11 	ﬃ
   




    
   
  ﬃ      
ﬁ 
   
 





     
 ﬃ





  xˆn−1          !"
   #$ 
   ﬀ 
    	 
& 
  
  #$  '( )                *((
 " #$ 





  #$  '  )                      *(*
 + #$ 
   ﬀ 
  	 	 
& 
  
  #$  ,( )                *('
 - . /
 01    
   	 	 
&   ﬀ ﬁ                     *(
"* #$ 





  #$  '( )                      **"
"' #$ 
   ﬀ 
  	 	 
& 
  
  #$  '  )                **+
", #$ 
   ﬀ 
    	 
& 
  
  #$  ,( )                **-
" .    17th 
     	 &
  ﬀ 


















	 	  ﬀ 	
 	    
     	                   
 !  	




     	 "                  !
 "  	
	 	  ﬀ 	
 	   
    	                         "
 # $ % &		
' 	 	 	 
 	     





   	
   
sx  νx   
	    ﬃ   
                           !
 " 	 
   	
   
sx  νx   
	    ﬃ   
                            !
   	 
   	
   
sx  νx   
	    ﬃ   
                            #
 $ %
    &'  &   
	   (
 ﬃ 	    
 
 	 
  &  &'   	 

 
   ! ﬀ  *                $
 + 	 
   	
   
sm  νm   
	     ,
 ﬃ
                      $+
 ! 	 
   	
   
sm  νm   
	     ,
 ﬃ
                       $+
-
  	 
   	
   
sm  νm   
	     
 ﬃ
                      
  !
    "#$  "%$   
	   &
   ﬃ 	    %

 ' 	 
  "%$  "#$  
	 

    ( ﬀ  *           +
, 	 
   	
   
sd  νd   
	   
 
 ﬃ
      %                ( 
- 	 
   	
   
sd  νd   
	   
 
 ﬃ
      %                ( 
  	 
   	
   
sd  νd   
	   
 
 ﬃ
                      ( 
 !
    "#$  "%$   
	   &

  ﬃ 	    %
 &
 ' 	 
  "%$  "#$   	


    ( ﬀ  *              (
 .#/0   &&  &

	      *   .#/0
 -1 2 - 2   1 2                    -
( .#/0     && 
& 
	  -      
   .#/0  -12 - 2   1 2      (
3
   	
	 	  		 	
   
  	 	  	      !
  	 "# $ "  $  %# $              &&
'  	
	 	  		 	
 ()  !
 	 	  	       
	 "# $ "  $  %# $                    *
+  	
	 	  		 	
 $  
	 	  	        	




φ(x)    	
 
 	
ψ(x)    	
 	
 	
φ˜(x)     	
 
 	
ψ˜(x)     	
 	
 	
hk   	 ﬁ
 	ﬃ
gk    ﬁ
 	ﬃ
h˜k    	 ﬁ
 	ﬃ
g˜k     ﬁ
 	ﬃ









   	
  nth 	 
   	
η   
 	  	   	
   




     	
ση   
 	 	  	

    	
σx, σ̂x   
 	 	  	
 	ﬃ   
  
σY   
 	 	  	 	ﬃ   
κx   




νx  sx   	
	
 









 	  

Xn  X̂n  	
  	 ﬃ   
	  
	 	  	
Mn   
Dn  	























    
  
 	   	 	 
	
Ns  	 
  ﬃ  	 	
γnZ  

	   
	 	




 		 	   	 






    !" ﬁ

w  	
	 	  














	 	  	
  	 	
 
		









%  ﬁ	 	 		
  	 
	 	&		




(   	 )	
*  * 
	 	&		
























  	 	 !

  ! 	
 	








$  	 $	  	 











 )  
*
'$  	   !	
!











%'  % '  	 


















($%  ( &	  		  ﬁ
(  ( 	
	 
    ﬁ
(  (	










     	
	ﬁ 	 	  	   	
	 	
 	
  	 	
   ﬀ 	




	   	 	  	

 
  	    	   	  
 	   	  	    	 
		ﬁ 		
	
	 	   	  	 	   
 	 
    	    ! 	    
 	 	   
	   	  "	

	 	 	
    	ﬁ #$%  &
•   	
&           '
  		  	   	  	
	
 	  '






	    	
   	  
      
   
  





  ﬂ 
•  	








	    
ﬂ





     	
 
  
        
  

    		   





     	   

   
   
	 !
 	   









	    
	
    
	   
   
   ﬁ 
 








 	   
 	
  
	   





     
    
  







      
	
 
	     
     	
       	 
 
	
   	
 
 	 %   
	  
 	    
 
    
 	
        
	
 &  
'
  	
 	  	 	 	   			  			
     	 
	 		  	            	    
	     	     	  		      	 
     	 	
 	  	 	   	
       
	 	   	    	
  	   		       	    
  	   	      	  	      
       	 	  	 	     
    	 ﬀ     	  		
     		
 		
 	  	 	     
  	ﬀ   	  	 
  	 	  	    
      	
  	       		     	 	  
   	 	
   	  	 	  
  	  		     	 		 
 	  	 !  	        	   		
     	 "
   	 	     
 	 	
  	      
   
 	 ﬀ 		
	
  	        	 	    	 
      		  		
      	  	            
 # 		   $%&
   	  	 		 ' 	 
      	  	  		  	   	 	  
 	     	       	    ( 		
   	  	 	          
  	 		
  	  	    	 	ﬁ  	   	
   ﬃ 	 	       	     	

       	   	        		  
+
  	






























 	   	
 





   	
































    
 
    




    
 

   
 























    














    
      	 

	 	 











   	 
 










    , 
	 
ﬁ   % 	 

  
 	  	







+    %	 	  
   
   














    ﬀ
 
  ﬁ 
 	 
 






















  ﬀ 
 	
 





 	   
  	 
  
      	   









    

  
   ﬁ 
 
 
   	
!ﬀ
    










   		 
 
"	   # 








  	   
      
	
   
 







     
 





   	
 % 
 







	   	
   
&  








      
  

 )    













  *   





      	               
   	 ﬁ                	      

   		
 	  	    	 	  !   
	 
	 	
       	            	   







#	 $  %"  "             
 	      	"      	      	
   	
     ﬃ 	          
 	   '    	       ﬃ 	  	
	
     
		
 	 	 	        	
    	 	

  	       	       	

    	  	 	      	  ﬃ
$  (   	  	    ﬁ      		
  
    	  	      	 	    	  '	
     	
     		    ' 	      	    		  
  
	             	  	 )$!    
   		  	      	      	    )$"
  	          	 $  %" ﬁ 	
    	   
 ﬃ 	 	   	     	
   '    	*

          	   '    	  + 	  	
      '  	   	
    	       

      	 
#	 $  ,"     		 - 	  "      
	        ﬃ 	 	    	   		  	   	  











        

 




 	    	    !!     	


        " #
 #   
	


















	(    
     
%	
 ) 
!   
        




   
	




 !   	    
  " 









    	
#






 +,  #
       
#
    
   




  !! 
	
 #  #
 










	     

   ! !
 ﬃ




 	        
 " 	
   	
#

 #  ﬁ
, #
 #
  . #




























     
   	 ﬃ   	





    ﬁ	  

 	  
      
    	
  ﬁ 	 
        
  
 
           
    
ﬁ   	




   
        
	
 ﬃ   	  !"#$
   
 	 
       	 
	
 ﬀ 
   ﬁ	  
     
	   !"&'"($  	






* +    

   











   	    
    	) 
  

    
    

   








  	    

  
   ﬀ     
    
 	    

*  	 
   *    










	  		  
	 
 	 	    
		
  	 
	  	 			  	
		   
  	 
	
	  		  		 

			  	






	  	 	 	 







  		    	  
   	
   ﬀ	












   


    	 






  ﬃ     f   	    
ψi             
 ﬃ ai
   ψi         	 
!"
     	        
       	"  "   	
 ﬃ   	  	#  $   
ﬁ  	# & 	#        &"
   	  ﬃ    	 	  
            
    	 #  	      
          
   
    #      
   
'  
(          
          
   
    (     
     ' 	       
      	  	    )* +,
-      
    
  	 "  	" .    

   
   	       
/
     	
         




  	  	   	     
   
    	           
		       	 
      		
    	      
   





        	            	 
    		 
    
 
	  
     
	 !	    	     	 	       
        ﬃ    	    
 
   
	    ﬃ   ﬁ          
	     	  
     	      	 
   
	
$        	     %   
	  	 &
     		
• !	   		
      '  
 	' 

(    	 
   		     	
• !	   
   	 &	  	 !	  
 
		    	  	   
ﬀ  	  		 *	+
• !	         
      &
   ,   
ﬁ
     	      
   ˆ b
a
f(x)xidx = 0 *--+
..
          n − 1 	
    
   

 
        

 
      
   
  
     	








    
    
     
 





   L2   






f 2(x)dx < ∞
}
. $%&'
(    L2      Vj






j=−∞ Vj = {0} 
⋃+∞
j=−∞ Vj = L
2
%   f ∈ L2   j ∈ Z f(x) ∈ Vj       f(2x) ∈ Vj−1
&   f ∈ L2   k ∈ Z f(x) ∈ V0       f(x− k) ∈ V0
(     φ(x) ∈ V0  
 
       {φ(x− k)}k∈Z
      





    	







     	
   
  Vj+1   
Vj  Wj   
  Vj  Vj+1
Vj ⊕Wj = Vj+1, 
Wj ⊥ Vj. 
     	









 Vj   "#$ 
  Vj+1  Wj   "#
$ ﬀ 	 Vj  Vj+1




+)+       {ψ(x− k)}k∈Z   	 
 
 W0       	
	   	
	    
	








  V0  W0 	 
 
  V1   	 φ(x)  ψ(x) 
	   









  	   	 	   
 Vj+1 Vj 
Wj 	  	
		 j   !  
  	 hk  gk 	  
 " ﬁ	 ﬃ 	   ﬁ  "  φ(x)
     ψ(x)
%   	   f(x)   	  	   

  Vj+1  	   


























& 	    O(n)       	
 	     		 %&    )     
	

 *%& !   )   ﬁ	 













  ﬁ     
 ﬁ  
    I         
  ! S  ""    ﬁ   "
ﬁ




#  φj,k  ψj,k  $ $

Vj ⊥ Wj, %	&'
〈φj,l, φj,l′〉 = δl−l′ , %	('
〈ψj,l, ψj′,l′〉 = δj−j′δl−l′ , %	)'
  " ""  "ﬃ"   "  %	+'   
 "   "  "   "

λj,l = 〈f, φj,l〉 , %	,'





        
           
          ! !!
    "    "    "
 
#$!          
   %&' (        
      )  *+   !
  ﬁ   !  ﬁ ﬃ       
 !  (  "      ! !!
  " !!    !   
























  	   
• 	 Vj, Wj, φj,k, ψj,k
•   V˜j, W˜j, φ˜j,k, ψ˜j,k
 
   	
Vj ⊥ W˜j, 
V˜j ⊥ Wj,  〈
φ˜j,l, φj,l′
〉
= δl−l′ , 〈
ψ˜j,l, ψj′,l′
〉












  $ 
 
  # 
 #  















   
 
 ﬁ


















  # 
 

 )  ﬁ
















  ﬁ     
 ﬁ 
    I        
   ! S  ""    ﬁ   "
 ﬁ
#$         
""  %& '"    (%' ) *+,   
 "   "    +	    %' 
       -
  	
 	  
 
	
    ﬁ      " 
   &  "    
   "    
.   "  "   /    "
 (   0)    "    "  
  " 1     

φ(x)⊗ φ(x)|φ(x)⊗ ψ(x)
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